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КИНЕМАТИЧЕСКИЙ АНАЛИЗ МАНИПУЛЯТОРА С 4 СТЕПЕНЯМИ
СВОБОДЫ
Анципорович П.П., Акулич В.К., Дубовская Е.М.
The feature o f  the kinematic analyses o f  the manipulator with 4 degree offreedom are considered. 
Parts o f  the manipulator form  2 revolute and 2 prismatic kinematic pairs.
Схема манипулятора показана на рисунке 1. С каждым звеном связываем пра­
вую систему координат: x^y^ ẑ  ̂ ~  неподвижная; X iJ iZ i ,  л:2 j 2^2 ’ ^з Уз^з и
^ 4 >’4М -  подвижные. Оси у% и j^j параллельны, оси Х3 , х ,  , Xj также парал­
лельны. Обобщенные координаты: Ф ю -  угол поворота звена 1 относительно звена О 
вокруг оси Z Q; 821 - линейное перемещение звена 2 относительно звена 1 вдоль оси 
2] ;  S22 -  линейное перемещение звена 3 относительно звена 2 вдоль оси х 3 ; Ф 43 - 
угол поворота звена 4 относительно звена 3 вокруг оси з-’з . Положительный отсчет 
углов - против часовой стрелки, если смотреть с конца соответствующей оси.
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Рисунок 1 -  Кинематическая схема манипулятора с 4 степенями свободы
В задаче о положениях определяем координаты , у^^', центра схвата 
(точки Е) в системе координат у qZq, если известны его координаты в локальной 
системе у 4 : х р  =  , у ^  = z^  ̂=  О. Для этого, используя метод преобра­
зования координат [4], осуществляем последовательный переход от системы х^ 74^4 
к системе Xq joZq;
( 4 ) .
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где А и Aq) -  матрицы поворота координатных осей при переходе соответственно 
от 4-й системы к 3-й и от 1-й к нулевой; L 23 и l j 2 -  матрицы параллельного пере­
носа осей при переходе соответственно от 3-й системы ко 2-й и от 2-й системы к 1-й. 
Указанные матрицы поворота и параллельного переноса осей составляются на
основании известной методики
Д 4 ) _ о
о
1] и имеют следующий вид;
I 23 -
*̂ 32 0
0 ’ ^12 - 0
h ^2\
СОЗФ43 0 sin ф 43 " СОЗфю -51Пфю 0
^  34 - 0 1 0 ; ^01 - sin Ф 10 COS ф 10 0
-s in ф 4з 0 COS ф 43 0 0 1
На основании выражений (1) получим
►.(0) _  А ,.(4) Л Г , А Т
В ~ Е ~ ^01 -̂ 23 ^ ^ 0! -̂ 12 ’
где, в частности.
^04 — -̂ 01̂ 34 —
COŜ IO СОЗ̂ З̂ з
sin ̂ 10 COS ̂ 43 
-s in  ̂ 43
cos^io
0





После выполнения операций >т̂ 1ножения и сложения матриц формула (2) при­
нимает следующий вид;
=
{S j 2 +/4С05Ч>4з)с05Ф,„ 
( « 3 2  +  / 4  C O S f 4з)з1пф  J0 
S 21 +  ^2 ~ ^ 4  Ф 43
(4)
Таким образом, элементы матрицы (4) представляют собой искомые координа­
ты центра схвата. Аналогичным образом могут быть получены выражения координат 
и др}тих точек, в частности центров масс звеньев.
Матрица A q̂  (3) полностью определяет ориентацию руки 4 в неподвижной
системе координат x^y^z^,  так как столбцы этой матрицы представляют собой на­
правляющие косинусы осей ж 4 , у  4 , Z4 ;
а ц  =C0s( xq,X4 )=С08ф]оС08ф4з 
а 21 = C O s ( j ;o ,X 4  ) =  s in 9 io  COS943
a j i  = cos(zo5^4 -s in  Ф 43 ит.д.
Угловые скорости звеньев можно определить на основании теоремы о сложе­
нии угловых скоростей в переносном и относительном движениях. В частности, для 
угловой скорости © 4 имеем соотношение
(5)
где
®43 = Ф 4 3  / 4 ;
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а относительные угловые скорости со32 = со21 = 0 , так как звенья 3 и 2, 2 и 1 образ)'-
ют между собой поступательные пары. Все векторы в уравнении (5) должны быть 
представлены в одной системе координат. Переходя к неподвижлой системе коорди­
нат, на основании выражения (5) имеем
*01 ® ^
0 0 - Ф 4З 81Пфю
^04 Ф 43 + ̂ 01 0 = Ф 43 COS ф 10
0 Фю _ Фю
откуда
хп . . Уо ■ ^0 ■
® 4  = - ф 4 з 8 Ш ф ю ,  © 4  = ф 4 з С 0 8 ф ю ,  СО 4 (6)
Для определения угловой скорости со 4 можно также использовать матричный 
метод ([2], [3]). Тогда
(7)« 4*̂  ̂-  -4о4 ^40’
.^ (0 )где  ̂-  кососимметричная матрица вида
0 0̂- « 4 СО4
го







dt ^40 ~ ^04
Элементы матрицы ( 8)  представляют собой проекции угловой скорости со 4 . 
Тогда в соответствии с выражением (7)
® 4° -^31^21+^32^22+^33^23>
СО 4° =  « И  <^31 +<^12 « 3 2  + « 1 3 ^ 3 3
® 4“ = < ^ 2 1 + ^ 2 2 ‘̂ 1 2 + ^ 2 3 ’ 
где aj j ,  а 1 2 , ■■■, Яц,  « i 2 > ■••• -  элементы матрицы (3) и их производные по 
времени.
Угловое ускорение е 4 определяется в результате дифференцирования проек­
ций >тловой скорости со 4 (6):
е ?  = -ф 4ззтф 1о-Ф ю Ф 4зсо5ф ,о ,
S '7  = Ф 4 3 С 0 8 Ф 1 0 - Ф 1 0 Ф 4 3  81ПФЮ,
2о
S4 =Ч>10-
Для определения е 4 можно также использовать векторную формулу [1]
£ 4 = £3 + Б 43 + ©з X со 43 ,
которая в неподвижной системе координат принимает вид 
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(9)
в  результате соотношение (10) даст те же самые выражения (9).
Скорость центра схвата можно определить двумя способами; 1) путем
дифференцирования выражений координат (4); 2) на основании векторных формул 
сложения скоростей. По второму способу необходимо использовать следующие со­
отношения:
= Vd + Ved ; Vd  = Vc, + у  DC, ; ^сз = Vc, +  ;
из которых следует, что
гт(0 ) _ р { 0) И О ) ^ ( О )  ^ ( 0 ) р ( 0 )
Е  ED C i C ,  С2В2 в^в^^
где
^'сзС2 ~^03'^32^
Ускорение центра схвата а £ также можно определить двумя способами: Г) пу­
тем дифференцирования выражений проекций скорости ; 2 )  на ос­
новании векторных формул сложения ускорений.
Выражения проекций скоростей и ускорений других точек, в частности центров 
масс звеньев, могут быть получены аналогичным образом.
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